
二分图  

概念：

 如果▲张无向图的  个ਭ点（ £可以分成  两个ள空த合，其中 ，并且在同▲个த合内的点
之୿ୃ没有ଆ相କ，଻么称଑张无向图为▲张二分图澞  分别称为二分图的左ୂ和右ୂ澞

 ▲张无向图是二分图，当且仅当图中不存在奇环（୸度为奇数的环）

ĉ

二分图的常੿୼ொ

  1. 二分图最大匹୆

2. 二分图带权匹୆
3. 二分图最小点੾盖
4. 二分图最大独立த
5. 有向无环图的最小૨径点੾盖

୼ொ3,4,5ୃ可以૴换成二分图的最大匹୆୼ொ澞

二分图最大匹କ  

�任意两条ଆୃ没有公共端点�的ଆ的த合ੴ称为图的▲ু匹୆澞

// 染色法判定二分图

bool dfs(int x, int color){

 £ £v[x] = color;

 £ £for(int i=head[x];i;i=nxt[i]){

 £ £ £ £int y = ver[i];

 £ £ £ £if(v[y] == 0) {

 £ £ £ £ £ £if(Ûdfs(y, 3 - color)) return false;

 £ £ £  _ else if(v[y] + v[x] Û= 3) return false;

 £  _

 £ £return true;

_

// main中

int flag = 1;

for(int i=1;i<=n;i++) if(v[i] == 0) flag &= dfs(i, 1);
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在二分图中，包含ଆ数最多的▲ু匹୆ੴ称为二分图的最大匹୆

求આ最大匹୆的关୰在于寻找增广ષ

▲些相关概念：匹୆ଆ，ள匹୆ଆ，匹୆点，ள匹୆点澞

增广૨：二分图中存在▲条କ接两个ள匹୆点的૨径path，使得ள匹୆ଆ和匹୆ଆ在path上交替出现，଻么称
path为增广૨澞

另外：增广૨୸度必ீ是奇数，ள匹୆ଆ比匹୆ଆ恰好多▲条澞

每次找到▲条增广૨，把path上வ所有ଆ的状态取反（匹୆ଆ变成ள匹୆ଆ，ள匹୆ଆ变成匹୆ଆ），଻么得到
的新的ଆதS’ ଐ是▲ু匹୆，并且匹୆ଆ数增加了 1. ଒▲步可以得到推ખ：二分图的▲ু匹୆ S 是最大匹୆，当且仅
当图中不存在 S 的增广૨澞

匈牙利算法

1. ગ  , 即所有ଆୃ是ள匹୆ଆ
2. 寻找增广૨ path， 把૨径上所有ଆ的匹୆状态取反，得到▲个更大的匹୆ 

3. ୍复 2，直ਙ图中不存在增广૨

匈牙利算法基于帙心思想，୍੽特点是：▲个ਭ点成为匹୆点之后，最多只会因为找到增广૨৲更换匹୆对઻，
但是্不会再变回ள匹୆点澞

比ૻદূ的ଋ程演示： https�¨¨www�luogu�com�cn¨blog¨fusu2333¨post�201��wu�yi�qing�bei�pei�xun�er�fen�tu�xion
g�ya�li�suan�fa�post

复杂度  , N 为 点数，M 为ଆ数

bool dfs(int x){

 £ £for(int i=head[x];i;i=nxt[i]) {

 £ £ £ £if(Ûvis[y = ver[i]]) {

 £ £ £ £ £ £vis[y] = 1;

 £ £ £ £ £ £if(Ûmatch[y] ^^ dfs(match[y])) {

 £ £ £ £ £ £ £ £match[y] = x; return true;

 £ £ £ £ £  _

 £ £ £  _

 £  _

_
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ĉ

¤例ங1¥  棋盘੍盖

二分图模型两个୍੽੽প：

1. ਭ点ਈ够分成独立的两个த合，每个த合内ୂ没有ଆ
2. 每个ਭ点只ਈ与 1 条匹୆ଆ相କ

// main 中

for(int i=1;i<=n;i++) {

 £ £memset(vis, 0, sizeof vis);

 £ £if(dfs(i)) ans ++;

_
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1. ੧号和列号之和为偶数染੒਩，否则不染਩澞同਩格子之୿没有ଆ满ૡ条件▲
2. 每个ਭ点最多只ਈ和相ା的▲个ਭ点匹୆（当然在଑个ொ目中଑两个ਭ点ୃ不ਈੴ禁止），满ૡ条件二

const int N = 100 + 5;

int a[N][N], vis[N * N], match[N * N];

vector<int> v[N*N];

int n, t, x, y;

int dx[4] = { 1, -1, 0, 0 _;

int dy[4] = { 0, 0, 1, -1 _;

int id(int x,int y){

 £ £return x * n + y;

_

bool check(int x,int y){

 £ £if(x < 0 ^^ x >= n ^^ y < 0 ^^ y >= n ^^ a[x][y])

 £ £ £ £return false;

 £ £return true;

_

bool dfs(int x){

 £ £for (int i = 0,y ; i < v[x].size();i++){

 £ £ £ £if(Ûvis[y = v[x][i]]){

 £ £ £ £ £ £vis[y] = 1;

 £ £ £ £ £ £if(Ûmatch[y] ^^ dfs(match[y])){

 £ £ £ £ £ £ £ £match[y] = x;

 £ £ £ £ £ £ £ £return true;

 £ £ £ £ £  _

 £ £ £  _

 £  _

 £ £return false;

_

int main() {

 £ £cin >> n >> t;
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二分图其他ୋங  

相关୼ொ可以参ৰ澦算法竞૔଒உ指南澧或ৱ洛હ博客： 二分图网络流学习笔੢

1. 二分图带权匹୆

二分图每条ଆୃ有▲个权值，求થ二分图的▲ু最大匹୆，并且匹୆ଆ的权值总和最大澞

આ法：ો用流或ৱKM（KM必ீ在满ૡ�带权最大匹୆▲定是完备匹୆�的二分图中求આ）

2. 二分图最小点੾盖

োઌ▲张二分图，求出▲个最小的点தS，使得图中任意▲条ଆୃ有ਙ少▲个端点属于S澞

人ઢ：找到▲ু点，ਈ够੾盖所有的ଆ澞

Konig定理：二分图最小点੾盖包含的点数等于二分图最大匹୆包含的ଆ数

3. 二分图最大独立த

独立த：任意两点之୿ୃ没有ଆ相କ澞

最大独立த：点数最多的独立த澞

定理：n 个ਭ点的二分图，最大独立த的大小等于 n � 最大匹୆数

4. 有向无环图的最小૨径点੾盖

ো定▲张有向无环图，੽求用尽୏少的不相交简单૨径，੾盖有向无环图的所有஽点澞

஬੽建立拆点二分图，然后求આ最大匹୆澞

ĉ

网络流  

୼ொ导入

有▲个ਘ来水管ଳ૿ଟ系৏，૜点是S，目标是T，ନ中৆ଋ的管ଳୃ有最大流୏ஒ制（容୏）澞

 £ £for (int i = 1; i <= t;i++){

 £ £ £ £cin >> x >> y;x--;y--;

 £ £ £ £a[x][y] = 1;

 £  _

 £ £for (int i = 0; i < n;i++){

 £ £ £ £for (int j = 0; j < n;j++){

 £ £ £ £ £ £if(a[i][j])

 £ £ £ £ £ £ £ £continue;

 £ £ £ £ £ £for (int k = 0; k < 4;k++){

 £ £ £ £ £ £ £ £int nx = i + dx[k];

 £ £ £ £ £ £ £ £int ny = j + dy[k];

 £ £ £ £ £ £ £ £if(check(nx,ny)){

 £ £ £ £ £ £ £ £ £ £v[id(i, j)].push_back(id(nx, ny));

 £ £ £ £ £ £ £ £ £ £v[id(nx, ny)].push_back(id(i, j));

 £ £ £ £ £ £ £  _

 £ £ £ £ £  _

 £ £ £  _

 £  _

 £ £int res = 0;

 £ £for (int i = 0; i < n * n;i++){

 £ £ £ £memset(vis, 0, sizeof vis);

 £ £ £ £if(dfs(i))

 £ £ £ £ £ £res++;

 £  _

 £ £cout << res/2 << endl;

 £ £return 0;

_
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我们用2¨4੮示实எ流୏为2，容୏为4

ĉ

ĉ

模型

▲个ৠৌ  是▲张有向图，图中每条有向ଆ  ୃ有▲个ো定的权值  ，称为ଆ的容
୏澞

特别的，ਲ਼  则  澞图中特殊ਭ点  和  ，分别称为源点和汇点澞

流୏概念

ગ  是定义在ਭ点二元ু  上的实数函数，且满ૡ:

1.   ଆ流୏小于ଆ容୏
2.  对称性
3.   流୏平੫

 称为ৠৌ的流函数澞对于  称为ଆ的流୏，  称为ଆ的剩余容୏澞

 称为整个ৠৌ的流୏（其中 S ੮示源点）

ĉ

增广ષ算法¢㓢㖸£  

1. 初始所有ଆ流୏ୃ为0,

2. 找到▲条从  的有向૨径，并且૨径上வ所有ଆ的残୏大于 0， 称为增广૨澞 ૨径上残୏的最小值称为
可改଒୏澞

3. 总流୏加上可改଒୏，增广૨上所有ଆ的流୏加上可改଒୏（残୏减去可改଒୏）
4. 回到 2， 直到找不到增广૨为止澞

૭流与反૕
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左图中，应当找到▲条增广૨：  , 可改଒流୏为 2

 ଑条ଆ的流୏由 4 变成 2，଑种现઻称为ଞ流（后㕷操作）

对于  ଑条有向ଆ，在存ଆ时，஬੽存两条ଆ，分别是  , 剩余容୏为4的ଆ 和  剩余容୏为 0 的
ଆ，即正反两条ଆ（▲ਢ称为弧）

当▲条弧的剩余流୏减少时，反向ଆ的剩余流୏应当增加澞

ଆ的存储▲ਢ使用୥式前向星，例如▲条ଆ可以存为৚号为 2,3 的正反ଆ，ପଋ异或操作即可  ੂ得反向ଆ

Ford � Fulkerson算法  

1. 初始所有ଆ的剩余流୏为ଆ的初始容୏
2. 从S出发，沿着剩余流୏大于 0 的弧଒੧DFS，直到଱到汇点 T澞S到T存在▲条增广૨，଒੧增广
3. ଏ回2，直到无法从S到ଇT

看似正确，但是଱到了下வ଑种情况，就比ૻ棘手了：

复杂度与流୏和DFS寻ଆ有关  

Edmonds�Karp 算法  

简称EK算法，将FF算法中DFS寻找增广૨变为BFS，由于是BFS，每次找到的增广૨，ୃ是基于最短૨的（每条ଆ
ଆ权为1），所以会相对DFS有些ક优化澞

复杂度  ，但▲ਢଓଓଇ不了上界，▲ਢਈ处理  ঴别的ৠৌ

const int inf = 1 << 29, N = 2010, M = 20010;

int head[N],ver[M],edge[M],nxt[M],v[N],incf[N],pre[N];

int n,m,s,t,tot,maxflow;

void add(int x, int y, int z){

 £ £ver[++tot] = y, edge[tot] = z, nxt[tot] = head[x], head[x] = tot;

 £ £ver[++tot] = x, edge[tot] = 0, nxt[tot] = head[y], head[y] = tot;

_
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Dinic 算法  

EK算法每次BFS只会找到▲条增广૨，ଐ有଒▲步的优化空୿澞ৠৌ上所有ਭ点以及剩余容୏大于 0 的ଆ构成的
子图ੴ称为残୏ৠৌ澞

从 S 出发，在残余ৠৌ上BFS，按照ਭ点到S的૥离分类，可以将残余ৠৌ变为▲张分层图（是▲个DAG有向无环
图）

然后从S出发DFS去寻找增广૨，动态的修改流୏澞

bool bfs(){

 £ £memset(v,0,sizeof v);

 £ £queue<int> q;

 £ £q.push(s); v[s] = 1;

 £ £incf[s] = inf;

 £ £while(q.size()){

 £ £ £ £int x = q.front(); q.pop();

 £ £ £ £for(int i=head[x];i;i=nxt[i]){

 £ £ £ £ £ £if(edge[i]){

 £ £ £ £ £ £ £ £int y = ver[i];

 £ £ £ £ £ £ £ £if(v[y])continue;

 £ £ £ £ £ £ £ £incf[y] = min(incf[x], edge[i]);

 £ £ £ £ £ £ £ £pre[y] = i;

 £ £ £ £ £ £ £ £q.push(y), v[y] = 1;

 £ £ £ £ £ £ £ £if(y == t) return 1;

 £ £ £ £ £  _

 £ £ £  _

 £  _

 £ £return 0;

_

void update(){

 £ £int x = t;

 £ £while(x Û= s){

 £ £ £ £int i = pre[x];

 £ £ £ £edge[i] -= incf[t];

 £ £ £ £edge[i ^ 1] += incf[t];

 £ £ £ £x = ver[i ^ 1];

 £  _

 £ £maxflow += incf[t];

_

int main(){

 £ £while(cin >> n >> m){

 £ £ £ £memset(head,0,sizeof head);

 £ £ £ £s = 1, t = n, tot = 1, maxflow = 0;

 £ £ £ £for(int i=1;i<=m;i++){

 £ £ £ £ £ £int x,y,z;scanf("%d%d%d",&x,&y,&z);

 £ £ £ £ £ £add(x,y,z);add(y,x,z);

 £ £ £  _

 £ £ £ £while(bfs()) update();

 £ £ £ £cout << maxflow << endl;

 £  _

_
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 算法不断的୍复以下步௢，直到在残余ৠৌ中 S 不ਈ到ଇ T :

1. 在残୏ৠৌ上 BFS 求出ਭ点的层次，构ଭ分层图
2. 在分层图上DFS寻找增广૨，回䇇时实时更新剩余容୏澞

时୿复杂度  , ▲ਢଓଓଇ不到上界，ਈ处理  ઁ模的ৠৌ澞另外Dinic 求આ二分图最大匹୆的
复杂度为  

const int inf = 1<<29, N = 50010,M=30010;

int head[N], ver[M], edge[M], nxt[M], d[N];

int n, m, s, t, tot, maxflow;

queue<int> q;

void add(int x, int y, int z){

 £ £ver[++tot] = y, edge[tot] = z, nxt[tot] = head[x], head[x] = tot;

 £ £ver[++tot] = x, edge[tot] = 0, nxt[tot] = head[y], head[y] = tot;

_

// 建立分层图

bool bfs(){

 £ £memset(d, 0, sizeof d);

 £ £while(q.size())q.pop();

 £ £q.push(s);d[s] = 1;

 £ £while(q.size()){

 £ £ £ £int x = q.front();q.pop();

 £ £ £ £for(int i=head[x];i;i=nxt[i]){

 £ £ £ £ £ £if(edge[i] && Ûd[ver[i]]){

 £ £ £ £ £ £ £ £q.push(ver[i]);

 £ £ £ £ £ £ £ £d[ver[i]] = d[x] + 1;

 £ £ £ £ £ £ £ £if(ver[i] == t) return 1;

 £ £ £ £ £  _

 £ £ £  _

 £  _

 £ £return 0;

_

// 表示从流入 x 的流量为flow

int dinic(int x, int flow){

 £ £if(x == t) return flow;

 £ £int rest = flow, k;

 £ £// 循环条件中的 rest 是很关键的剪枝，如果流量从x都流出去后，没有再遍历的必要

 £ £for(int i=head[x];i && rest; i=nxt[i]){

 £ £ £  if(edge[i] && d[ver[i]] == d[x] + 1){

 £ £ £ £ £ £k = dinic(ver[i], min(rest, edge[i]));

 £ £ £ £ £ £if(Ûk) d[ver[i]] = 0; // 剪枝，如果ver[i] 已经没用了，就将ver[i] 从分层图中删除掉

 £ £ £ £ £ £edge[i] -= k; 

 £ £ £ £ £ £edge[i ^ 1] += k;
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ĉ

最小割ୋங  

ো定▲个ৠৌ  ，源点为 , 汇点为 澞ਲ਼▲个ଆத  ੴ删去之后，源点 S 和汇点 T 不再৻ପ，则
称થଆத为ৠৌ的割澞ଆ的容୏之和最小的割称为ৠৌ的最小割

最大流最小割定理

  任意▲个ৠৌ的最大流୏等于最小割中ଆ的容୏之和，简ઓ为 �最大流 ê 最小割�

ચ用流  

ো定▲个ৠৌ ，每条ଆ  ஔ了有容୏ஒ制 , ଐ有▲个ো定的�单位ો用�   澞

当ଆ  的流୏为  时，就੽ਰો  澞થৠৌ中总ਰો最小的最大流ੴ称为 最小ો用最大
流，总ਰો最大的最大流ੴ称为�最大ો用最大流�，二ৱ合称为�ો用流�模型澞注意：ો用流的前提是最大流，然后
才ৰਖ਼ો用的最值澞

ો用流可以用来求આ 二分图带权最大匹୆୼ொ，每条ଆ权值就是它的单位ો用澞

使用EK算法求આો用流，只஬将BFS寻找任意▲条增广૨更改为使用SPFA寻找▲条单位ો用之和最小的增广૨澞

注意建图时，反向ଆો用为  

 £ £ £ £ £ £rest -= k;

 £ £ £  _

 £  _

 £ £return flow - rest;

_

int main(){

 £ £cin >> n >> m;

 £ £cin >> s >> t;

 £ £tot = 1;

 £ £for(int i=1;i<=m;i++){

 £ £ £ £int x, y, c;scanf("%d%d%d",&x,&y,&c);

 £ £ £ £add(x,y,c);

 £  _

 £ £int flow = 0;

 £ £while(bfs())

 £ £ £ £while(flow = dinic(s,inf)) maxflow += flow;

 £ £cout << maxflow << endl;

_
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const int N = 5000 + 5;

const int M = 100010;

int head[N], ver[M], nxt[M], cost[M], edge[M];

int d[N], v[N], pre[N], incf[N];

int n, m, s, t, tot;

int maxflow, ans;

void add(int x, int y, int z, int c){

 £ £ver[++tot] = y, nxt[tot] = head[x], edge[tot] = z, cost[tot] = c, head[x] = tot;

 £ £ver[++tot] = x, nxt[tot] = head[y], edge[tot] = 0, cost[tot] = -c, head[y] = tot;

_

bool spfa(){

 £ £memset(d, 0x3f, sizeof d); // d[i] 表示从s到t的最小费用和，使用SPFA求出

 £ £memset(v, 0, sizeof v);

 £ £d[s] = 0; v[s] = 1;

 £ £incf[s] = inf;

 £ £queue<int> q;

 £ £q.push(s);

 £ £while(q.size()){

 £ £ £ £int x = q.front();q.pop();

 £ £ £ £v[x] = 0;//注意这里
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ĉ

 £ £ £ £for(int i=head[x];i;i=nxt[i])if(edge[i]){

 £ £ £ £ £ £int y = ver[i];

 £ £ £ £ £ £if(d[y] > d[x] + cost[i]){

 £ £ £ £ £ £ £ £d[y] = d[x] + cost[i];

 £ £ £ £ £ £ £ £incf[y] = min(incf[x], edge[i]);

 £ £ £ £ £ £ £ £pre[y] = i;

 £ £ £ £ £ £ £ £if(Ûv[y]) v[y] = 1, q.push(y);

 £ £ £ £ £  _

 £ £ £  _

 £  _

 £ £return d[t] Û= inf;

_

void update(){

 £ £int x = t;

 £ £while(x Û= s){

 £ £ £ £int i = pre[x];

 £ £ £ £edge[i] -= incf[t];

 £ £ £ £edge[i^1] += incf[t];

 £ £ £ £x = ver[i^1];

 £  _

 £ £maxflow += incf[t];

 £ £ans += incf[t] * d[t];

_

int main(){

 £ £tot = 1;

 £ £scanf("%d%d%d%d", &n, &m, &s, &t);

 £ £for(int i=1;i<=m;i++){

 £ £ £ £int x, y, z, c;scanf("%d%d%d%d", &x, &y, &z, &c);

 £ £ £ £add(x, y, z, c);

 £  _

 £ £while(spfa()) update();

 £ £printf("%d %d\n", maxflow, ans);

 £ £return 0;

_
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